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Antes de comecar
S

· Vamos discutir trs exemplos paradigmaticos de sistemas
dinmicos : o "Shift"

,
a duplicao de ngulo e o solenoide.

· Faremos isso contando uma historia que comeca com o
1

conjunto de dois elementos 20 , 13 e nos leva ,"naturalmente,
a esses sistemas dinmicos

.

· Ao longs do caminho veremos outras coisas como quocientes,I

numeros reais e prdicos (comp = 2).

· Veremos ainda, mas brevemente, um quarto sistema dinmico:

o odmetro .

· Juntos
,
esses exemplos e tecnicas formam boa parte do

feijocom-arroz com que dinamicistas trabaltam diaria-
mente .



O ESPACO 20 .
13



· O conjunto

[0 ,
13 = [x = x ,x2X3 .. - : xj = 20 ,133

o conjunto da sequencias infinitas (para a direita)

de Os e 15.

· Definimos a discrepancia entre ,110 .1)
*
por

discr (
,) = min [Je : xj + yj}

o primeiro "momento" em que as sequencias = (j) e

H = (j) diferen. Ou discr ,
7) = 0 Se = y ·



· A distancia entre e

↓
d( ,y) =

2
discr (1 ,1) (Aqui 70 : = 0. )

· Por exemplo ,

d (01110
...,

11010 ... ) = E

d (00110 ..., 00010 ...) = I

· Note que distancias entre dois pontos pertencem ao conjunto
↳ , , ... 3 090] ·



& Note tambem que se 1 = 0
..., 1= 1

...

ento d,) = 1/2 e que o conjunto de todos os

elementos que distam menos que /2 de so aquales
da forma E = 0

....

· Isto a "bola Cabertal de centro e raio 1/2"
S

B(x ; (2) := 2z(0,1): d(x
,
z) < Y2}

= (z = 0zz3 ... ]
· Do mesmo modo

B(y,
1/2) = 2w = 1w ... ]



· Algumas coisas curiosas a serem observadas :
I

· B(, 2) v Blaial = 20,17 .
As duas bolas so

& B(xila) & B(7 ; 2) = 0 .

3 uma patio de 20.13

· Sez = 0
...,

ento B(
,
2) = B(

, 2) : todo ponto

na bola e centro da bola.

· Portanto, ha apenas essas duas bolas (abertas) de raio 1/2
no espaco 20,

13.
· E, como apenas o primeiro simbolo e usado para determi-

nar o (um) centro
,
devenamos denota-las por

B(oi) e B (1; 12)



·Como ja mencionamos, distancias entre dois pentos
distintos pertence ao conjunto 2 1/2" : ne].

· O dimetro de 40,17
*

1/2 e, assim, se > 1/2

-B(x
,v) = 40 ,13 . Sup(d(x ,y) : X ,y - 40 ,13 Y

· /2, no ha pontos a distcia run
do outro. Portanto :

(i) B(x ; ) = Blai/2) /
.

(ii) B(ir) = BEir) X /4 < r < /2
.

↑ bola fechada &E : d(,) rY

· Bolas abertas so bolas fechadas e vice versa !



· Passemos agora "proxima" distancia , 1/ ,
mas

usemos, para isso, a experiencia que acabamos de adquirir.

· Ha quatro
"

tipos" de pontos a sevem considerados messe

caso
, cujos dois simbolos inicians so 00

,

01
,
10, 11.

· d100..., 01 . . .
) = 1/4

d (10 ...,
11 ... ) = 1/4

· Pontos dos tipos 00 e 01 esto em B(0;2) e todos

os pontos dessa bola so de um desses dois tipos.

· Analogamente ,
os tipos 10, 11 esto em B11;) e todos

os pontos dessa bola so de um desses dois tipos.



· Todos os pontos de um dado tipo distam menos que /

um do outro : por exemplo ,

<100
....

00
... ) > 1/4

· Isto ,

B(0 ; /2) = B(00; Ermodisjunta
e

B(1 ; 1/2) = B(10 ; /4) W B(11 ; /4)

· As quatro bolas (abertas) de raio 4 forman, em parel,

uma partico dal dual bolas de raio 1/2 e essas, por sua

vez, formam uma partico de todo o espaco 20 .13 ".



·Continuando indutivamente, provamos que, para cada E

as 2 bolas da forma B(s ...Sn ; //2n) ,
onde S,S ... In

uma palarra finita de Os e Is
,
isto , um elemento de 40, 13",

formam uma partico de20,13.

· Notao - Cilindros :

[5, s ...5n] = B (5. ...Sn ; /2)

= [= = (0,1*: xi =Si i = 1, . . . ,nb

· Para todo = I

20 ,13 = L (S ,S2 ... Sn]

S. ... Sn E40 ,12



· Uma figura vale mais que mil palavras ,
mas...

[01] [11]

50 ,1 [O] [I]

[00] [10]

[010] [O11] [10] [111]
.... .... .... ....

::: ::: ::: :::

.... ....

is is

= &

.... .... .... ....

::: ::: ::: :::

.... .... .... ....

: : : :

[000] [001] [100] [101]



·..., palavras so teis ainda assim. Dimetro /8

&

Diametro
·

[01] [II]
1/4 1/2 ·

&

[O] [I] Y4 1/4 12

*

①

1

.

aqui

&

2003 ·

[10]

Todo ponto aquit
- qualquer

dista 1/2 de ponto

· Entre outras esquisitices, nelse espazo so existem triangulos
(estritamente) isosceles



· 20,1 um conjunto de Cantor, isto , um espago

metrico com as seguintes propriedades.

· Totalmente limitado : So, existe uma cobertura finita

por bolas de raio S. Obvio da figura anterior.

· Completo : toda sequencia de Cauchy converge. Se uma sequencia
de Cauchy, ento os simbolos at N estabilizaram, isto , sabemos
os primeiros N simbolos do limite ,

com N arbitrariamente grande .

Estamos

seguindo uma sequencia de retanglinhos cada vez menores e
,

no "firm", ha
um ponto de 40

,
13.

· Um espaco com essas duas propriedadesa chamado compacto.



· Totalmente separado (que implica totalmente desconexol : dados

quaisquer dois pontos distintos a ,
b

,
existen abertos Aa,

B
,
tais que AB = X e AnB = 0. Obvio da figura.

· Perfeito : todo punto ponto de acumulao. Idem.

· Espaco"Universal" : dei esse titulo a palestra por que e

sexy, mas tambem pelo

Teorema de Hahn-Mazukiewz : Todo espaco topologico compacto,
Hausdorff, conexo ,

localmente conexo e com base emmeravel

quociente de 40 ,13.
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A TRANSFORMAGO DE

SHIFT 2 : 40,13O

Essa setinha curva enfatiga

que se
trata de um sistema dinmico,

isto , de uma transformao de un

espaco nale proprio, que pode, portanto,
ser iterada.



Dinmica

· A primeira transformao que associa sequencias de Os e Is

a sequencias de Ose Is na qual qualquer pessoa normal

pensaria e o shift :

O(x ,x2X3 ...) = x2X3X4 -..

· O que talvez seja surpreendentee que essa transforma-

o to bria tambem to interessante e rica.

· Vejamos...



· 5 e -1 : 5 (0x2X3 ... ) = 5(1x2*3 ... ) = x2X3 ...

· o leva cada um dos dois cilindros [0] e [1] sobre todo

o espaco 40,13.

· Em cilindros, o dobra distancias :

W 2-hipschitz

se discr(
,y) =1 > 1 (> d(x

,z) = 2)
entro ento

discr(()
,
(AL) = n- 1 (E> <(8) , (A)) = 1) .

24
- 1

· Por que isso so funciona dentro de cilindros
?



· Iterando 5, e possivel levar qualquer cilindro sobre todo

espaco :

↑ ([s, ... Sn]) = [S253 ... Sn]

↑ (5253 ... Sn]) = [S354 -- Sn]

:

5 (2513) = 20 , 13N
-

· Em simbolos : nesimaitrada,
st,a To Jo .. -o &

n vezes

· Isto , o e localmente eventualmente sobrejetiva : qualquer
conjunto aberto cresce sob iteraco at cobrir todo o

especo .



· Um ponto periodico se existe 21 tal que

&"(X) = X

o (um) periodo de 1 .

& ↓ e periodico se E repetio infinita de uma palavra

finita de Os 15 isto , um elemento de 10, 13").
F repetido infinitamente

· 0000 ... e 11/1
...
so pontos fixos

& 10/10/10 ... periodico de penodo 3 (e6e9e12 ... )

· o tem 2 pontos periodicos de periodo e I : ha tantos

pontos periodicos de periodo n quanto ha elementos em 20 ,13.



· Todo cilindro contem um numero infinito de pontos periodicos :

em [S,5 ... 5n]
,
toda palavra da forma S ,S ...Su 2

-· N

produz , repetida infinitamente, um ponto periodico em [S ....Sn].

· A entropia topologica de o 2, mas no vamos

discutir aqui esse assunto , alem de dizer que entropia

topologica mede a "complexidade dinmica" de um sistema

dinmico
.

· Mas passamos agora a um caso murrito bem conhecido

do Teorema de Hahn-Mazurkiewcz.



REPRESENTAO BINARIA

DE NUMEROS REAIS E A

TRANSFORMACO DE DUPLICATIO

DE NGULO EM St



Re resentao binaria de numeros em [0. 17P

· Muito mais comum do que tratar sequencias infinitas de
Os e Is como exatamente isso - sequencias de OS e Is -

como fizemos na palestra anterior, trata-las como

representages binarias de numeros reais.

· Associamosa sequencia = X,23 ... E 40 , 12 o

numero real

↑ (1) : = 2 x
n= 1



· Essa e a forma analtica de descrever o processo que
associa a um punto no intervalo [0 ,1] uma sequencia
infinita de OS e Is :

1/2
O-- 1

000 001 010 011 100 10 110 III

00 Of 10 1)

O I

· o "problema com a representado binaria (ou ternaria,

or decimall ... ) que numeros como /2 acima tem

duas representages : OIII ... e 1000 ....



·Cuja verso qualitica a igualdade

↳
d + = Izu
n =2

II II

(OIIT...) ↑ (1000 ...)

· Esses "fatos" sobre representaces de numeros reais

em [0 ,1] podem ser organizados da sequinte forma :

· Ha uma transformao : 20 ,13- [0 , 1] definida

como acima

π(x)=



· sobrejetiva : todo numero real tem uma representao
binaria

.

Prova ?

·i no e injetiva : todo numero da forma Rn = [0 ,13 tem
exatamente duas representapes binarias

X
,
X
2...
Ym OIT... e X

, 2 ... n
1000

...

.

· As propriedades anteriores so de teoria dos conjuntos,
mas gastamos tempo e energia discutindo 20113 como espaco

metrico e podemos ento falar de continuidade :

↑ continua



· A prova e simples : y so proximos em 40,1) se

sua discrepancia e grande, isto , se muitos simbolos iniciais

de ambas as sequencias coincidem ; mas isso quer dizer que
muitos termos iniciais das somas e u

Coincidem, isto , as soman sao
quase iguais.

· Assim, temos : ↑ p os elementos de 40 ,17
em ordem (a ordem "lexicografica") e

:s cola pares de pontos da forma X....mOT

continua e
sobrejetiva ,

e X
,... 10. Dizemos que [01] o

: 2-1 em certos pontos quosiente de 40 ,1 pela relao de
↑↳ equivalencia X....OT X

.. . . 10

I I

O f



O shift e x -> 2x mod 1

· Se entendemos uma sequencia de Os e 15 como a representao
binaria de um numero real em [0 , 13, o que e o shift ?

Isto , queremos saber qual a relaco entre

&

↑ (x) = - x E xn+
= ↑(T(X)2 zu

n=1 n= 1

· Mas
&

T2(n) = = 2 x X+x2
n= 0 u=1



· Isto ,

M(T(x)) = 2π(x) - x 1 =

2π(x)
,
s x1 = 0[ 2π(x) - 1 , sex , = 1

· Como
1
= 0 (> #(x) = [0 ,%]

,
conclumosS x , = 1E) π(x) = [ , 1]

que a "traduco" do shift em 10 ,13 para [0, 17 pela
projecto por representao binaria e A

1- *

2t Se t [0, ]
D(t) = E 2t - 1 se t = [ , 17. j

I >

ja 1 t



· Obviamente, h um problema em, que tem duas

representaes binarias , Oll ... 1000
...

S
levados em
&&

numeros diferentes apos o shift : Note que essas so as

duas unicas sequencias
& problematical .

# (Con ...1) = (I... ) = En = 1

↑ (5 (1000 ...) = (000...)= =
O

· Poderamos simplemente remover /2 do intervalo
,
mas

como estamos interessados em fazer dinmica, isto , em

iterar transformaes, teramos tambem que remover todos

os pontos que acabam "caindo em " por iterao. Quais so ?



· A maneira mais madura de lidar com o problemae,
ao inves de remover o ponto com das imagens diferentes,
O

1, identificar essas imagens em um so ponto :

ON1

jo I ↓

D On 1

->

st = (z + D : (z) = 1)
[0

,1]

· Mas a preocupao dinmica continua : se identificanos
dois pontos, devemos tambem identificar todas as suas

imagens por iteradas D.



· Por sorte
,
no ha nada mais a identificar, ja que

D(0) = 0 (1) = 1
.

· Uma forma elegante de expressar o que acontecer e

usar exponenciao complexa para levar [0 ,1] no crcul
2it

unitario St = [D : 1 = 13. .
Definindo h() = e

↓

segue que hi [0 ,1]
-> S

+

injetiva ,
exceto em 01,

que so ambos levados em h(01 = h(1) = 1
.



· E assim
e2i

2πi (2t)

h(D() = <Erict-1 : [01 (edite = h( ?
,
+ = [0 ,%]

· Isto , colando 01 de [0 ,1] usaudo h : [0 ,1] -> St
,

a transformao D : [0.130 se torna bem definida e

continua ee simplemente 2 no circul

[z : (1 = 1 .

· Outra forma til de pensar em
2
em St el

iO
como duplicacio dengulo : e > e2io



· Podemos agora concluir sobre as transformaciesS

+ +> It modI e i > 220 coisas que sabemos

sobre o : ha 22 orbitas periodicas de periodon,
orbitas periodicas so densas, a entropia topologica lu 2

,

etc.

· Isso requer algum cuidado, mas nodificil.

· Voc poderia argumentar quee possvel provar essas

afirmacies diretamente
,
sem usar o shift. Isso verdade

I

aqui, mas ser uma verdade menos bria quando
discutirmos o solenoide.
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TORNANDO AS TRANSFORMAGOES
INVERSIVEIS



O shift bilateral e o solenoide

· Podemos achar desagradvel que 0 : 1013
* seja

2-1. Por sorte , faclimo resolver o problema :
basta colar, s sequencias de Os e 1s infinitas para
a direita, sequencias de Os e Is infinitas para

a esquerda :
... Y Y1. X ,X2X 3 ...

S
Xi
, Yi = 20 , 13

· o now espaco assim obtido 20 ,13, embora tenha-
AU I

mos escolhido subndices que combinam mais com 10 , 14.



· O shift agora passa a ter uma verso inversivel :

5 ( ... y3y2y1. x, x2x3 ... ) = .. - Yey ,x 1 x2x3x4 ...

· O espaco de sequencias bi-infinitas de Os e Is poda ser
visto de diversas maneiras, mas aqui sera util pens-lo
como um produto : Estamos sendo negligentes sobre sa

~

Cial so infinitas para aSequen

V
esquerda ou directo

(
20 , 13
*
x 10 ,1) = 21 .x = .. . 43724 : x+2+3...: X , y E 40,1* >

· que tornamos em espaco metrico com a metrica do maximo

↓ (1:, . =) = max <d ( ,z) , dy ,#I]



· Para esse novo shift
,
orbital periodicas continuam sendo

as melmas : palarras finitas sc ...Su repetidas infinitamente S

para ambos os lados agora. E ha 2 de periodon
,

claro.

· Tambm tem bitas densas e entropia lu2, ..

· Mas o queestamos realmente interessados em entender

o que acontece se tentarmos novamente o truque de

projetar para o intervalo usando a representado binaria.

· Mais precisamente , queremos ver o que acontece com
com o shift bilateral 5 : 10,13

*
x <0,13* co tomarmos

o quociente : 10 ,17 * -> [0 , 17 na coordenada .



· Isto , queremos entender como se comporta o shift

bilateral no espaco intervalo [0 , 1]

-
L

40.13 x I = <y . #(1) : 1 , y 40 , 13
*
)

· Quando fizemos isso com o shift unilateral e a

projecto i : 40 113 "-> I obtivemos X-2x mod I
,

mas tivemos um problema com dual sequencias ,
o e 10, que representam o mesmo ponto, 2, e

que o shift manda para dois pontos diferentes, 0 e 1

em I .



· Para o shift bilateral
,
termos o mesmo problema,

so que muito pior : um numero infinito de vezes, um para

cada coordenada y e 40 ,13.

· Para cada y E 20 , 17 :

· dois puntos, . 1. . 10 so levados ao mesmo

ponto pela projecto : 1 . 5 (OT) = y .#(1) = y . //2 .

· mas suas imagens por o so projetadas a pontos
diferentes :

10 .
↑ (2(01) = 0

.
[ (T) = yo.

11 . (0((0)) = 11 . π(0) = 71 . 0



& Em figuras : o caso anterior , do shift unilateral.

I-
-
- -

- - - -

--

+12 ↑
t +> 2t - 1

I ·

I & f

O 1/2 I

· Para termos uma boa definio, e necessario identificar

imagens diferentes do mesmo ponto 2
:

* (0(0T)) = π (5) = 0

π(((0)) = π(π) = 1 3 apeualessdisa



· Em figural : o caso atual , do shift projetado a 10, 17* I.
Esse um desenho da

I 101* [1 , 1) Esse tambem
,
so

40, 13
*
x [0, 1] * --
- - que da imagam porL
- -

- -

! E
Te projecto

- -

- -

- -

- -

IN- -
- -

- -

- -

- -

- -

50 , 13

-

: Y y <- -

- -

- -

20,17 x (0 ,1/2]-
- -

OS· Aqui, para obter uma boa definio, e preciso identifica
Pontos da forma abaixo, para todo y -> 20 ,12

N
i

O .
(5(0T) = 0 . (T) = 0 . 1

1) 1 π(t(10)) = 71 . (0) = y1 .
0



· Mas, se colamos dois pontos (porque deveriam ser a ima-

gem de um unico ponto), temos que fazer exatamente o

mesmo com as imagens dos pontos que identificamos.

Edepois com as imagens das novas identificacies, eC

assim indutivamente.

· No caso do shift unilateral foi facil porque ambos

os pontos que colamos eram pontos fixos :

↑ (0(OT) = (T) = 10
ja que

5 (IIT... ) = 11T
...

↑ (0(10) = ↑(5) = 08
3 S

& 1000
...) = 000...

e no ha mais nada a identificar.



· No caso do shift bilateral (que ,
afinal , inversivel),

se identificamos dois pontos , devemol identificar todas

as was 5 -Orbital : todas as was imagens le primar

gens) or iteradas +" , ne 77.

· As identificacies iniciais so, como rimos, Los pares

O .
(5(0T) = 0 . (T) = 0 . 1

1) 1 π(t(10)) = 71 . (0) = y1 .
0

· Cujas imagens so

01 . (84(0T)) = 401 . (T) = Y01 . 1

10 . 5(8 (10) = 110 . π(0) = 110 · 0



· Em geral, temos que solar pares de puntos da forma

YO1 · A N 10. O - 20, 13 x [0 ,1].
-

: 011 - 1
&

-

1 . 0 : · 3 011 . 1
-

-

: %
-S
- 3 Y01 - 1

:
-

-

-

10 . 0 E
· :

S· :--100 .

0 E : = O .

I
-

&

1000 .

0 :
-

· Por segurana (topological , ebom identificar tamben

...
0000. O C

...TI . 1
.



· Chegamos ento a

· um espaco S, obtido de 101 17* 10 . 11
"

primeiro tomando
Chamamos

de h S a projecto na coordenada para 10,17
*

[0 ,1 e, em

Elle

composiao seguida, identificando paras de pontos 01 . 1 y 10
.
0.

e
inversivel
L

· uma transformao bem definida que denotamos

por :S, definida de modo que o diagrama
ao lado seja comutativo

10 ,13 x 30 ,130 O
isto ,

↓ projecto h
hor = Doh

S B
· :S o solenoide.



· O solenoide (figura de A . Chevitat)



PRANO DIZER QUE NEO

FALEI DE ALGEBRA



Os numeros 2-adicos e o solenoide

·Sequencias de Os e Is infinitas para a esquerda
-

tambem Sco numeros
,
com operates de soma e

vai um
produto :

uSh -
vo US
↓U

11 I 1 1 1 1 +

... 01010101
... / / / / I I

+... 00000011 ↓ ↓

... 010/1000 ... 000000

· o produto e definido analogamente.

· Esses so os inteiros 2-adicos e formam um quel

comutativo com unidade
,
denotado por 12.



· Mas voltamos a dinamica e em
e
vamos considerar

uma transformaco "simples" : Somar 1 .

a : 12- a

z +> z+ 1.

· Por exemplo, comecando de 0 e aplicando a repetida-
I

mente
,
obtemos

0 + 1 + 10 + - 11 + 100 + 101-> 110 -> 111 - ...

· Isto
,
obtemos todas as palavras finitas de Os e Is :

essa , portanto, uma Orbita densa em 2
= 40 ,13.



·E possivel mostrar que, na verdade ,
todas as orbitas de

: 120 so densas : a e minimal.

· No vamos continuar a discussio dinmica aqui , mas

vamos ver o que a faz com 2 dividindo
2 em

pontos das sequintes formas (onde <0 ,13) :

O I

a

> /

I
O unico ponto de

YO I > 10 La que no esta

O11 I > 100 na coluna esquerda
- 01/1 I > 1000 ...T1193 ...00,

: :



a

· Vejamos a mesma -
O I > /

YO I > 10
informao em cores e

O11 I > 100

comparemos com as identifi-
0111 I > 1000

caes do solenoide : :

-

: 011 - 1
&

-

1 . 0 : · 3 011 . 1
-

-

: %
-S
- 3 Y01 - 1

:
-

-

-

10 . 0 E
· :

S· :--100 .

0 E : = O .

I
-

&

1000 .

0 :
-



· O que isso quer dizer e que e possivel obter o espaco
S de outra forma, como suspenso ("mapping torus",
em ingl) da transformao a : 120.

· Em geral, se f :O, podemos definir a suspensao

My = (X x [0 ,1))/(x
,1) (f(x)

,
0)

-

· No caso do solenoide

S = (12 x 20 ,1])/(z
, 1) ~ (z+1

,0)



· Disso segue , por exemplo, que toda componente conexa

por caminhos de S homeomorfa R densa em S.



Fir
-


